172 Capitolo ottavo

Appartiene per esempio a il problema decisionale di stabilire, per
tre interi assegnatix, y, z, se il prodotto xy sia maggiore diz. (E’ sufficien-
te calcolare il prodotto xy con un algoritmo polinomiale deterministico,
e confrontarlo con z.) Appartiene a .42 il problema decisionale della
soddisfattibilita, per cui ¢ stato gia fornito un algoritmo polinomiale non
deterministico (algoritmo 7.8 nel § 7.2.2).

Ovviamente risulta

PN,

poiché gli algoritmi deterministici possono essere visti comie caso partico-
lare dei non deterministici. Tuttavia non ¢ mai stato a_.mmom:mﬂo se valga
propriamente Dinclusione, cioé se P#.422: questo § oggi il pitl importan-
te quesito irrisolto della teoria della computabilita Fossiamo solo dire che
Pipotesi P+ AP ¢& suffragata sia dalla considergZione che gli algoritmi non
deterministici dovrebbero essere “sostanzialmefte” pit potenti di quelli
deterministici, sia dai numerosissimi studi sufanti problemi in /P per

cui non si € mai trovato un algoritmo detepfinistico polinomiale.

Considerando il comportamento degli‘algoritmi in termini delle scelte
successive da essi compiute, si aoo:om&w come nella classe Psi riescano
a sfruttare particolari caratteristiche dei problemi per dirigere direttamen-
te (deterministicamente) la noawc\wﬁo:m sul risultato, cid che sembra
precluso nella classe /2 a me& che non si dimostri P=_A. Se perd
si vuole controllare che una data successione di scelte (s;, 5,,...) costitui-
sce una soluzione, é m:mmﬁmv\ma ripercorrere tali scelte una a una verifican-
done gli effetti sul problerpa, sia che questo appartenga a Psia che appar-
tenga a AP, Considerardo per esempio I'albero di autobus di figura 27,
mentre non pare m&&\ﬁm algoritmo polinomiale deterministico per indivi-
duare una successiopé di scelte che conduca al luogo voluto D, si verifica
che la successioneAS, 15) & una soluzione, semplicemente effettuando le
scelte Sel5e @Q.z:o:m:ao il luogo di arrivo.

Cio mcmmmﬁaum una definizione alternativa della classe A2, come
classe di tut#i i problemi per cui la legalita di una soluzione proposta pud
essere n.oivctﬁn in tempo polinomiale da un algoritmo deterministico.
Tale preprieta é ovviamente verificata anche per i problemi in 2 (per i
@:m:\\mma ferma lu definizione precedente), e implica nuovamente
PL AP

(Tutti questi argomenti meritano il sostanziale approfondimento che
segue.

La proprieta non vale invece per i problemi intrinsecamente esponenziali, che
CHICTEONO nuovamente come i piu complessi.
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8.2.1 Riducibilita polinomialésgiteorema di Cook. Il meccanismo
fondamentale di indagine tra ipro femi della classe A2 ¢ quello deila
riduzione di un problema P, aun problema P, , mediante un algoritmo
che trasformi ogni situazione possibile per P, in una equivalente situazio-
ne per P, . Nota la riduzione, un algoritmo per risolvere P, puo essere usa-
to per risolvere Py ; questo permette di ridurre il problema della soluzione
di P, a quello, in genere pill sempiice, della trasformazione di P, in un
problema P, per cui sia noto un algoritmo di soluzione.

Conseguenza generale del meccanismo di riduzione & che potremo defi-
nire classi di problemi riducibili 'uno all’altro, e quindi computazional-
mente equivalenti se la complessitd della riduzione non supera la com-
plessita della soluzione dei singoli problemi. In particolare ci occuperemo
di riduzioni eseguibili in tempo polinomiale, ponendo la definizione:

Un problema Py si riduce (in tempo polinomiale) a un problema P, se
ogni soluzione di P, puo ottenersi deterministicamente in tempo poli-

nomiale da una soluzione di P,.

In mo.w.SsSv la definizione implica P'esistenza di un algoritmo determi-
nistico polinomiale A che trasformi ogni possibile insieme di dati di in-
gresso D; per il problema P, in un corrispondente insieme D, per il pro-
blema P, , in modo che P (D) ha risposta affermativa se e solo se P,(Dy)
ha risposta affermativa (ricordiamo che tutti i problemi qui considerati
sono decisionali). Cosi un algoritmo 4, per risolvere P, pud essere usato
anche per risolvere Py, se A, si applica alla trasformazione dei dati di P,
ottenuta mediante L’algoritmo A si esegue cioé 4, (4(D,)). Poiché algo-
ritmo A ¢ deterministico polinomiale, I’algoritmo composto da 4, ¢ 4
seguira la complessita di A, : ne consegue che, se P2 & P allora P, €2,
se P, € NP allora P, € AP anche se non & escluso che possa trovarsi,
per Py, un algoritmo migliore della composizione di 4, e A, che confini
P, in & Computazionalmente P, ¢ “difficile almeno quanto P

Per illustrare il meccanismo di riduzione, ricordiamo anzitutto che un
sottografo G ' di un grafo G é costituito da un sottoinsieme di nodi di G,
e da tutti gli archi di G che uniscono nodi di G'; e che un grafo (o sotto-
grafo) & completo se per ogni coppia di nodi esiste un arco che unisce ta-
li nodi. Per esempio nel grafo (non completo) di figura 30 (§ 7.1.2) esiste
il sottografo completo di nodi 3, 4, 6. Enunciamo allora il seguente:

Problema decisionale del sottografo completo (clique)
Dato un grafo G e un intero positivo k, stabilire se ¢ ha un sottografo
completo di k& nodi.




S
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Si pu6 ora dimostrare che il problema decisionale della soddisfattibili-
ta, enunciato nel paragrafo 7.2.2, si riduce al problema decisionale del
sottografo completo. Data una forma normale congiuntiva F(xy, ..., Xn)
si tratta di costruire in tempo polinomiale un grafo G che, per un op-
portuno valore di k dipendente da F, abbia un sottografo completo di k
nodi se e solo se esiste un assegnamento di valori dixy, ..., x, che soddisfa
la F. Questa dimostrazione sara ora esposta in dettaglio: chi fosse interes-
sato solo ai risultati puo saltare direttamente al teorema successivo.

Poniamo che la F sia composta di k clausole: F=Cy AG N ACk.
Ogni apparizione di una variabile x; nella F, sia essa in forma diretta o
negata, & detta un letterale di F. Il grafo G avra un nodo per ogni lette-
rale di 7 la coppia (z,7 ) indicherd il nodo corrispondente alla presen-
za del letterale z nella clausola C;. Gli archi di G uniranno le coppie di
nodi (z,7), (w, h),con z #Ww e j#h: gli archi indicheranno cioé coppie
di letterali appartenenti a clausole diverse (j#Hh), che possono avere con-
temporaneamente valore vero (z #). Seguiamo la costruzione di G sull’e-
sempio di figura 32. La & ¢ costruita su n =23 variabilia, v”q. ed é compo-
sta dik=3 clausole. Il corrispondente grafo ha sei nodi, quanti sono ilet-
terali nella F7; vi compare, ad esempio, 1’arco tra (a, 1)e(b,?2); manonvi
compare I’arco tra (a, 1) e (b, 1), perché i nodi sono relativi alla stessa clau-
sola, o I’arco tra (g, 1) e (@, 2), perché i nodi corrispondono alla stessa va-
riabile in forma diretta e negata.

Il sottografo completo G’ da ricercare in G avra k nodji, ciascuno rela-
tivo a un letterale in una diversa clausola di F (si noti che G ' non puo ave-
re due nodi relativi alla stessa clausola, poiché non esisterebbe I’arco cor-
rispondente, contro I’ipotesi che G' sia completo). Se G’ esiste, I'assegna-
zione del valore vero ai k letterali relativi ai suoi nodi rendera vero il valore
di tutte le clausole, e quindi della F. Il grafo di figura 32 contiene due
sottografi completi relativi ai letteralia, b,Ted,b,T: le assegnazioni del
valore vero ai letterali di ciascuna terna (ciog le assegnazioni: a =vero,
b=falso, ¢ =falso; e a=falso, b=vero, c = falso; alle variabili delle terne)
costituiscono due scelte che soddisfano la F. Dunque la F ¢ soddisfattibile
se G ha un sottografo completo di k nodi. Viceversa, se la F & soddisfat-
tibile, deve essere possibile assegnare contemporaneamente il valore vero
ad almeno un letterale per ogni clausola: G conterra allora un sottografo
completo costruito sui nodi corrispondenti a tali letterali. In conclusione
la F ¢ soddisfattibile se e solo se G ha un sottografo completo dik nodi.

Notiamo infine che G pud essere costruito in tempo polinomiale da F.
[nfatti vi sono al massimo k - n letterali in F, e quindi & -7 nodi in G. Llesi-
stenza dell’arco tra i nodi generici (z,/) e (w, k) puo essere stabilita in

=
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F=C/ AC,AC, ~
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Figura 32

Una forma normale congiuntiva con tre clausole ¢ il grafo corrispondente; i due sot-
tografi completi di tre nodi indicano le scelte: a=b=c=vero,b=a=C=vero, che
soddisfano la F.

tempo costante confrontando z con w, e j con #: poiché vi sono O((kn)®)
possibili archi, I'intera costruzione di G avverra in tempo di pari ordine.

Abbiamo cosi compiutamente provato che i problema decisionale della
soddisfattibilita si riduce a quello del sottografo completo.

Possiamo ora affrontare il risultato di maggior importanza oggi noto
per i problemi della classe NP Questo risultato fu presentato da Stephen
Cook in un famoso articolo (Cook, 1971), che pose le basi teoriche per
tutti i successivi studi.

Teorema Qualunque problema nella classe NP si riduce al problema
decisionale della soddisfattibilitd.

La dimostrazione del teorema di Cook ¢ piuttosto complessa, e non
pud essere riportata qui. In sostanza essa mostra come, per qualsiasi algo-
ritmo polinomiale non deterministico A e per qualsiasi insieme di dati di
ingresso D, si possa costruire in tempo polinomiale una forma normale
congiuntiva £ che assume valore vero s¢ ¢ solo se la computazione A(D)
termina su success.

11 problema della soddisfattibilita Pg ¢ dunque, in certo senso, il “pit
difficile” problema in . A2, poiché un algoritmo di soluzione per Py
pud essere impiegato per risolvere qualsiasi altro problema P& NP, =i,

* abbiamo gia mostrato che Pg€ A2, poiché esiste Palgoritmo polinomiale
oo determunistico 7.8 per risolvere Pg.
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trovasse un algoritmo polinomiale deterministico per risolvere Pg, qualun-
que problema Pe NP potrebbe risolversi con un algoritmo polinomiale
deterministico: I'effetto (colossale) sarebbe P=.AP! Daltra parte, se

si potesse dimostrare che un qualsiasi problema P € NP non puo essere
risolto in tempo polinomiale deterministico, allora neanche Pg sarebbe ri-
solubile in pari tempo.

Una volta dimostrata possibile, la riduzione a Pg dei problemi di NP
non deve necessariamente passare attraverso la complessa trasformazione
da algoritmi in forme logiche ideata da Cook. Notando infatti che la rela-
zione di riduzione € ovviamente transitiva, si puo ridurre P, a Pg attraver-
so una catena di riduzionida Py aP,,da P, aP;,...,daF;_,aP;,daP;a
Pg, ottenute nel modo pit libero.

Sulla via delle riduzioni successive si ottengono altri importanti risulta-
ti. Abbiamo precedentemente dimostrato che Pg si riduce al problema de-
cisionale del sottografo completo, Pg¢. Notiamo ora che Py € /2,
poiché si pud facilmente formulare un algoritmo polinomiale non determi-
nistico che, per un dato grafo G, costruisca “in parallelo”, in O(k) passi, tut-
ti i sottografi di & nodi e controlli se sono completi: poiché tali sottografi
hanno O(k?) archi possibili, ogni controllo, e quindi 'intero algoritmo,
richiede tempo di pari ordine. Dunque abbiamo individuato due problemi
in AP di “pari grado di difficolta™, poiché Py si riduce a Ps¢ (nostra di-
mostrazione), e Py si riduce a Py (teorema di Cook). Questo fondamenta-
le argomento sara-oraapprofondito.

8.2.2 Problemi N P-completi e N P-ardui. Abbiamo visto che i due
problemi Py e Psc appartenenti a . A% sono riducibili ciascuno all’altro,
e sono quindi computazionalmente equivalenti; essi sono anche i piu diffi-
cili problemi in .42, poiché ogni altro problema di questa classe pud es-
sere ridotto a Pg e di qui a Pg¢, e quindi risolto con un algoritmo per Pg
o per Pgc.

La classe dei problemi di massima difficolta in .42 non contiene perd
solo questi due: dai tempi della dimostrazione di Cook ¢ stato scoperto
che vi sono tanti altri problemi decisionali computazionalmente equivalen-
tia Pg e Py, e sono stati tutti raggruppati sotto il nome di problemi
A Pompleti. La definizione formale ¢ la seguente:

Un problema P é detto . NV P-completo se PE AP ¢ Py si riduce a P,

Paiché tutti i problemi in . ¥ sono riducibili a Pg per il teorema di
Cook. tutti i problemi ¥ ZP-completi si riducono scambievolmente ’uno

%
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all’altro. Se si scoprisse un algoritmo polinomiale deterministico per la so-
luzione di un qualsiasi problema NP-completo P, tutti i problemi di
AP potrebbero essere ridottia P e poi risolti con lo stesso algoritmo.
Avremmo dunque: P=NP.

Per dimostrare che un problema P & N P-completo si deve dimostrare
che PE NP, ¢ che un altro qualsiasi problema gia notoriamente NP-
completo si riduce a P. Entrambi i passi sono costruttivi:il primo consi-
ste nell’individuare un algoritmo polinomiale non deterministico per ri-
solvere P, compito in genere molto semplice, poiché la grande maggioran-
za dei problemi ammette spontaneamente una soluzione basata sulle deter-
minazioni in parallelo di tutti i casi possibili, attraverso un albero di scelte
di altezza polinomiale nella dimensione del problema. (Fanno eccezione i
problemi intrinsecamente esponenziali, di cui, come gia detto, si conoscono
pochi esempi.) 11 secondo passo, cioé la riduzione di un altro problema
AP-completo P' a P, richiede esperienza e fantasia, per individuare il pro-
blema P’ pitt “simile” a P, e costruire la riduzione di P aP. N

Ovviamente queste dimostrazioni di A Z-completezza sono divenute
possibili dopo che Cook ebbe scoperto il primo problema AZP-completo,
cioé Pg, da cui é stato possibile iniziare il procedimento di riduzione ad
altri problemi. Non riporteremo altri esempi di riduzione, oltre a quello
gia visto da Pg a Pg, invitando il lettore interessato ad approfondire
argomento sul testo di Garey e Johnson; elenchiamo semplicemente al-
cuni tra i pill significativi problemi A/ ZP-completi (si noti che si tratta
sermpre di problemi decisionali, poiché appartengono tuttia /P).

Un piccolo elenco di ESEmSNS\%.mQEmNm:
1. Problema decisionale della soddisfattibilita (noto).
2. Problema decisionale del sortografo completo (noto).
_ Problema decisionale del numero cromatico . dato un grafo G e un in-
tero positivo k, stabilire se G puo essere colorato con k colori.
4. Problema decisionale del commesso viaggiatore: dato un grafo G ove
¢ assegnato un costo intero positivo ad ogni arco, e un intero positivo k,
stabilire se G contiene un ciclo hamiltoniano in cui la somma dei costi
degli archi & <k. (Gli archi possono essere orientati 0 non orientati.)
<. Problema decisionale dello zaino (noto: § 7.2.2).
. Problema decisionale delle scarole (bin packing): dato un insieme A =
=ig,,...,a,} di interi positivi, e due interi positivi &, s, stabilire se esi-
s12 una partizione diA in & sottoinsiemi disgiunti 4, ..., A, tale che
': somma degli elementi in ogni A; sia <.
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