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2.7 Paradigma della programmazione dinamica

dendo nota (tale accorgimento viene denominato memoization in inglese) delle soluzioni
gia calcolate e prevedendo, in corrispondenza a ogni chiamata ricorsiva, di verificare an-
zitutto se la soluzione del sotto-problema in questione & gia stata calcolata e annotata,
cosi da poterla restituire immediatamente. Cié comporta I'uso di un array di dimensio-
ne opportuna per mantenere le soluzioni dei vari sotto-problemi considerati, prevedendo
inoltre che gli elementi di tale array possano assumere un valore “indefinito”, che indi-
chiamo con il simbolo @, per segnalare il caso in cui il corrispondente sotto-problema
non sia ancora stato risolto.

A titolo di esempio, possiamo sviluppare un algoritmo ricorsivo per il problema della
partizione che utilizza il suddetto meccanismo (ricordando comunque che ¢ consigliabile
usare la programmazione dinamica). Tale algoritmo inizializza la prima riga dell’array
parti come nel Codice 2.20 e riempie le righe successive con il valore indefinito §.
Successivamente, I'algoritmo invoca la funzione ricorsiva che segue la regola in (2.14).

PartizioneMemoization( ):
FoR (j = 0; j <= s8; j = j+1)
parti[0] [j1 = FALSE;
parti[0] [0] = TRUE;
FOR (1 = 1; i <= n; i = i+1)
FOrR (j = 0; j <=s8; j = j+1) {
parti[i] [j] = 0;
}

RETURN PartizioneRicNota( n, s );

PartizioneRicNota( i, j ):
1F (partilil[j] == 0) {
partifi]l [j] = PartizioneRicNota( i-1, j );
1 (lpartili]1[j] && (§ >= ali-11)) {
parti[i][j] = PartizioneRicNota( i-1, j-ali-1] J;

(pre: 0<i<n, 0<j<s)

}
}

RETURN partili][j];

2.7.3 Problema della bisaccia

Mostriamo ora una generalizzazione del problema della partizione a un famoso pro-
blema di ottimizzazione: tale problema, denominato problema della bisaccia (zaino o
knapsack), puo essere definito, in modo pittoresco, come segue.

Supponiamo che un ladro riesca a introdursi, nottetempo, in un museo dove sono
esposti una quantitd di oggetti preziosi, pitt o meno di valore e pili 0 meno pesanti.
Tenuto conto che il ladro pud trasportare una quantita massima di peso, il suo problema
¢ selezionare un insieme di oggetti da trafugare il cui peso complessivo non superi la
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possanza che il ladro ¢ in grado di sopportare, massimizzando al tempo stesso il valore
complessivo degli oggerti rubati.

Abbiamo quindi un insieme di elementi A ={ag, ay,..., Gn,—1} su cui sono definite
le due funzioni valore e peso, le quali associano il valore e il peso a ogni elemento
di A (supponiamo che sia il valore che il peso siano numeri interi positivi). Conosciamo
inoltre un intero positivo possanza, che indica il massimo peso totale che il ladro pud
portare. Vogliamo determinare un sottoinsieme A’/ = {ai ais-.aq ) € A tale
che il peso totale dei suoi elementi rientri nella possanza, ovvero Z;:ol peso(ay) <
possanza, e tale che il valore degli oggetti selezionati, ovvero }:01 valore(ay,), sia il
massimo possibile.

Per applicare il paradigma della programmazione dinamica possiamo definire, co-
me sotto-problema generico, la ricerca della soluzione ottima supponendo una minore
possanza e un piu ristretto insieme di elementi. In altri termini, per 0 i< ne
0 < j < possanza, denotiamo con Py il sotto-problema relativo al caso in cui pos-
siamo utilizzare i soli elementi A = {ag, ay, ..., a;_;} con il vincolo di non superare un
peso pari a j, e indichiamo con V(i,j) il massimo valore ottenibile in tale situazione.

Per caratterizzare 1 sotto-problemi elementari, osserviamo che V(i,0) = 0, per 0 <
i < m, in quanto il peso trasportabile & nullo e, quindi, il valore complessivo deve essere
paria 0, mentre V(0,j} = 0, per 0 < j < possanza, poiché non ci sono elementi dispo-
nibili e il valore complessivo & necessariamente 0. Possiamo definire la decomposizione
ricorsiva osservando che la soluzione di valore massimo V(i) per il sotto-problema P; ;
puo essere ottenuta a partire da tutte le soluzioni ottime che utilizzano i soli elementi
ag, ag, ..., ai-2, in due soli possibili modi:

e il primo modo ¢ che la soluzione ottima di P;; non includa a;_; e che, in tal

caso, abbia lo stesso valore della soluzione ottima del sotto-problema P;_ ;, ossia
V({i,j) =V{H-1,j)

e il secondo modo & che la soluzione ottima di Pi; includa a;_; e che, pertanto,
il suo valore sia dato dalla somma di valore(a;_;) con il valore della soluzione
ottima di Pi_j 1, dove m = j — peso(a;_;): in tal caso, quindi, V(i,j) = V(i -
1,j—peso(ai_;)) + valore(a;_;) (sej > peso(a;_;)).

La soluzione ottima di Py ; sara quella corrispondente alla migliore delle due (sole) pos-
sibilitd, ovvero V(i,j) = max{V(i — 1,j), V(i — 1,j — peso(a;_1)) + valore(a;_;)}.
Per tornare al nostro esempio figurato, supponiamo che il ladro abbia a disposizione gli
elementi ag, ay,...,a;_; ela possibilita di trasportare un peso massimo j: se egli decide
di non prendere 'elemento a;_, allora il meglio che puo ottenere & la scelta ottima tra
ag, Ay, ..., Gi—2, SEMpre con peso massimo j; se invece decide di prendere a;_1, allora il
meglio lo ottiene trovando la scelta migliore tra ag, a;, ..., a;_, tenendo presente che,
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Bisaccia( peso, valore, possanza ):
(pre: peso e valore sono array di . interi positivi, possanza & un valore intero positivo)
FOR (i = 0; i <=mn; 1= i+1) {
For (j = 0; j <= possanza; J = j+1) {
viil (31 = 0;
¥
}
FOR (i = 1; 1 <= n; i=i+1) {
For (j = 1; j <= possanza; ]
v[i1 (3] = v0i-1103);
1F (j >= pesoli-11)) {
m = V[i-1] [j-pesoli-1]] + valoreli-11;
F (m > VIi1(3)) VIiY (5] = m;
}

j+) o

}

reTURN V[n] [possanzal;

Codice 2.21 Algoritmo iterativo per il problema della partizione.

dato che dovra trasportare anche ai_1 in aggiunta agli elementi scelti, si deve limitare a
un peso massimo pari a j decrementato del peso di a;-1. La scelta migliore sara quella
che massimizza il valore.

Lalgoritmo iterativo descritto nel Codice 2.21 realizza tale strategia facendo uso di
un array bidimensionale V di taglia (n+1) x (possanza + 1), in cui Velemento VI{il{j]
contiene il costo V(i,j) della soluzione ottima di Pyj. Dato che il numero di sotto-
problemi & O(n x possanza) ¢ che derivare il costo di soluzione di un sotto-problema
comporta il calcolo del massimo tra i costi di due altri sotto-problemi in tempo costante,
ne consegue che il problema della bisaccia pud essere risolto mediante il paradigma della
programmazione dinamica in tempo O(n X possanza).

ALVIE: problema della bisaccia

Osserva, sperimenta e verifica
Knapsack
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2.7.4 Pseudo-polinomialits e programmazione dinamica

Concludiamo il paragrafo sulla programmazione dinamica commentando Ia complessiti

paradigma. Ricordiamo che la sequenza otti-
tempo e la determinazione di una
lunghezza n e m richiede O(nm)
a dimensione dei dati in ingresso
+ m elementi nelle due sequenze.
mma totale 2s, abbiamo un costo
lo & necessariamente nella dimen-
el Capitolo 1. Pur avendo n interi
log's) bit di rappresentazione. Quindi
goritmo ¢ O(ns) = O(n2¥): tale costo
ti e, per questo motivo, I'algoritmo vie-
sto ¢ polinomiale solo se si usano inter;
n°) per una costante ¢ > 0). Anche I'al-

un’istanza di n matrici e di n
Per il problema della partizione di n interi di so

pari a O(ns), il quale & polinomiale in n e s ma non

sione dei dati di ingresso, secondo quanto discusso n

da partizionare, ciascuno di essi richiede k — O(

la dimensione dei dati & nk mencre il costo dell’al
non ¢ polinomiale rispetto alla dimensione dej da
ne detto pseudo-polinomiale, in quanto il suo co
piccoli rispetto a n (per esempio, quando s = O
goritmo discusso per il problema della bisaccia ¢ pseudo-polinomiale in quanto richiede
O(n x possanza) = O(n2%) tempo mentre la dimensione dei dati in ingresso richiede
O(nk) bit dove k = Of logpossanza). Anche in questo caso, il costo dell’algoritmo non

¢ polinomiale, ma lo diviene nel momento in cui il valore della possanza & polinomiale
rispetto al numero di oggetti.

Da cio consegue che, mentre i primi due al

gli ultimi due algoritmi sono solo apparentemente polinomiali perché hanno complessita
polinomiale rispetto al numero n dj elementi, ma esponenziale rispetto alla lunghezza k
della rappresentazione dei valori numerici contenuti nell'istanza del problema. In aler;

termini, i due algoritmi dari per i problemi della partizione e della bisaccia avrebbero
complessitd polinomiale se le istanze considerate dei due problemi avessero ;| vincolo
aggiuntivo di non contenere valori numerici

“eccessivamente grand;” rispetto a n. La
ragione di tale anomalia & che, per valori numerici sufficientemente grandi,
della partizione e quello della

bisaccia sono NP-completi (da notare,
vero che ogni problema NP-completo ammetta un algoritmo pseudo-p
vedremo nel seguito del libro).

goritmi sono polinomiali a tucti gli effecti,

il problema
pero, che non &
olinomiale, come

RIEPILOGO

In questo capitolo abbiamo discusso I gestione di una sequenza di elementi, distinguendo tra

accesso divetto e accesso sequenziale. Abbiamo trattato approfonditamente la realizzazipne
dell'accesso diretto mediante array, abbiamo studiato il problema delly ricerca dell ordj-
namento mediante confronts ¢ abb;

utilizzando il paradigma del divide

et impera e la tecnica della programmazione dinamica,
introducendo ['analssi degli algoritmi ricorsivi mediante le equazioni di ricorrenza.




