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L’indecidibilita’ in breve

Linguaggi di Programmazione



Molte proprietà dei programmi 
sono indecidibili

Problemi come:

Equivalenza tra programmi,

Dato un programma e un input  il codice stampa “1”.




Cosa vuol dire  indecidibile?

Per qualche programma e’ facile decidere

Per ogni  input  alla fine x =1?



Cosa vuol dire  indecidibile?
Per qualche programma e’ facile decidere

Per ogni  input  alla fine x =1?



Per ogni  input  alla fine x =1?

Cosa vuol dire  indecidibile?

Per qualche altro programma non e’ facile…



Definizione di problema 
decisionale

Un problema decisionale (ovvero che richiede una 
risposta sì/no) si dice indecidibile se non esiste alcun 
algoritmo che riesca a risolverlo. 


N.B: Potrebbero anche esistere algoritmi in grado di 
risolvere alcuni casi specifici di un problema 
indecidibile: l’indecidibilità sta a significare che non è 
possibile trovare un algoritmo generale. 



Gli input dei problemi decisionali sono  stringhe  
costruite su un certo alfabeto Σ,

 

Ogni  problema decisionale puo’  essere visto come 

 Il sotto insieme degli input (Linguaggio)  sui quali la 
risposta al problema e’ positiva


L = {w ∈ |  la risposta al problema  su input  w è sì} 
Σ*

Problemi come linguaggi



I problemi che non si possono risolvere esistono, e 
costituiscono la maggior parte dei problemi. 


Mostriamo che, anche limitandoci alla  classe dei problemi 
decisionali, non tutti sono risolvibili


Per farlo, mostriamo che i problemi sono "più numerosi" degli 
algoritmi che possono risolverli. 


Esistenza di problemi indecidibili



Mostriamo che non esiste una funzione iniettiva dall’insieme 

dei possibili algoritmi all’insieme dei problemi decisionali


Dal momento che possiamo passare dai problemi decisionali

 ai linguaggi 


Facciamo vedere che la cardinalita’ dei programmi e’ inferiore 

a quella dei linguaggi


 

Idea della Prova



La cardinalita’ dei programmi  

Sia  l’insieme dei file di testo che hanno lunghezza  per 

ogni


 Dato che l’insieme dei caratteri possibili è finito,  è finito per 
ogni . 

Quindi, dato che un’unione numerabile di insiemi finiti è 
numerabile, 


Ti i

Ti
i

<latexit sha1_base64="keXdeRjco0qyXJYBK+NPuooFVKY=">AAAB/HicbVDLSsNAFL2pr1pf1S7dDLaCq5AUfCyLblxJBfuAJpTJdNIOnUzCzEQIof6KGxeKuPVD3Pk3Jm0W2npg4HDOvdwzx4s4U9qyvo3S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD086qowloR2SMhD2fewopwJ2tFMc9qPJMWBx2nPm97kfu+RSsVC8aCTiLoBHgvmM4J1Jg2rtQZzmEBOgPXE89K7mdmoDKt1y7TmQKvELkgdCrSH1S9nFJI4oEITjpUa2Fak3RRLzQins4oTKxphMsVjOsiowAFVbjoPP0OnmTJCfiizJzSaq783UhwolQReNpmHVMteLv7nDWLtX7kpE1GsqSCLQ37MkQ5R3gQaMUmJ5klGMJEsy4rIBEtMdNZXXoK9/OVV0m2a9oV5ft+st66LOspwDCdwBjZcQgtuoQ0dIJDAM7zCm/FkvBjvxsditGQUOzX4A+PzBwwQk70=</latexit>

i 2 N.

Sia  l’insieme dei programmi. T

<latexit sha1_base64="HhkyFOPNbkD7J/i+dbfZu8xmeh8=">AAACGnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwVZIuqptC0Y0rqdAXNDFMppN26GQSZiZCSfMdbvwVNy4UcSdu/BsnbRfaeuDC4Zx7ufceP2ZUKsv6Ngpr6xubW8Xt0s7u3v6BeXjUkVEiMGnjiEWi5yNJGOWkrahipBcLgkKfka4/vs797gMRkka8pSYxcUM05DSgGCkteabt9KetaX3q+HSIk9hLed3K7lOH8kBNMtjyeG6GSI18P73Npo7rmWWrYs0AV4m9IGWwQNMzP51BhJOQcIUZkrJvW7FyUyQUxYxkJSeRJEZ4jIakrylHIZFuOnstg2daGcAgErq4gjP190SKQiknoa878yPlspeL/3n9RAWXbkp5nCjC8XxRkDCoIpjnBAdUEKzYRBOEBdW3QjxCAmGl0yzpEOzll1dJp1qxa5XaXbXcuFrEUQQn4BScAxtcgAa4AU3QBhg8gmfwCt6MJ+PFeDc+5q0FYzFzDP7A+PoByGSh+Q==</latexit>

|T | = |
1[

n=0

Tn| = |N|



La cardinalita’ dei linguaggi

• La cardinalita’ di tutte le possibili stringhe su un alfabeto 
e’ 


• Un linguaggio e’ un qualsiasi  sottoinsieme di stringhe 
quindi la cardinalita’ dei possibili linguaggi L e’ 

<latexit sha1_base64="NmMQMRCZUVnduePCVbulSWZashs=">AAAB+XicbVDLTsJAFL3FF+Kr6tLNRDBxRVoSH0uiG1cGE0ESaMh0mMKE6bSZmZKQwp+4caExbv0Td/6NU+hCwZNMcnLOvblnjh9zprTjfFuFtfWNza3idmlnd2//wD48aqkokYQ2ScQj2faxopwJ2tRMc9qOJcWhz+mTP7rN/KcxlYpF4lFPYuqFeCBYwAjWRurZdmWKuiHWQ99P72fTSqlnl52qMwdaJW5OypCj0bO/uv2IJCEVmnCsVMd1Yu2lWGpGOJ2VuomiMSYjPKAdQwUOqfLSefIZOjNKHwWRNE9oNFd/b6Q4VGoS+mYyC6mWvUz8z+skOrj2UibiRFNBFoeChCMdoawG1GeSEs0nhmAimcmKyBBLTLQpKyvBXf7yKmnVqu5l9eKhVq7f5HUU4QRO4RxcuII63EEDmkBgDM/wCm9War1Y79bHYrRg5TvH8AfW5w9MVZLN</latexit>

|N|

<latexit sha1_base64="EBVtU7gMk3+XyJ2Iy944alQXIxw=">AAACEnicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3wVZoNyUp+NgIRTeupIJ9QBPLZDpph04mYWYilGm+wY2/4saFIm5dufNvTNqA2nrgwuGce7n3HjekREjT/NJyS8srq2v59cLG5tb2jr671xJBxBFuooAGvONCgSlhuCmJpLgTcgx9l+K2O7pM/fY95oIE7FaOQ+z4cMCIRxCUidTTKyVlI0hVIy7bPpRD11XXcVw5r92pyY8wiUuFnl40q+YUxiKxMlIEGRo9/dPuByjyMZOIQiG6lhlKR0EuCaI4LtiRwCFEIzjA3YQy6GPhqOlLsXGUKH3DC3hSTBpT9feEgr4QY99NOtMrxbyXiv953Uh6Z44iLIwkZmi2yIuoIQMjzcfoE46RpOOEQMRJcquBhpBDJJMU0xCs+ZcXSatWtU6qxze1Yv0iiyMPDsAhKAMLnII6uAIN0AQIPIAn8AJetUftWXvT3metOS2b2Qd/oH18A9y8nZk=</latexit>

P(N) = 2|N|

Non puo’ esistere una funzione 

Iniettiva da problemi decisionali ad algoritmi

<latexit sha1_base64="Q9HAySqtEpB0ddN03lyl6Y2WAD8=">AAACKHicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsBXqpiRdVDfVohsXIhX6giaWyXTaDp08mJkIJcnnuPFX3Igo0q1fYtIGrK0HBs6ccy/33mN5jAqpaRNlZXVtfWMzs5Xd3tnd21cPDpvC9TkmDewyl7ctJAijDmlIKhlpe5wg22KkZY1uEr/1RLigrlOXY4+YNho4tE8xkrHUVa/y4V1YCQyMWFCLCoaN5NCygvsoOquUHoPwVwijSzj/rYT1MJ/tqjmtqE0Bl4mekhxIUeuq70bPxb5NHIkZEqKja540A8QlxYxEWcMXxEN4hAakE1MH2USYwfTQCJ7GSg/2XR4/R8KpOt8RIFuIsW3FlcmiYtFLxP+8ji/7F2ZAHc+XxMGzQX2fQenCJDXYo5xgycYxQZjTeFeIh4gjLONskxD0xZOXSbNU1MvF8kMpV71O48iAY3ACCkAH56AKbkENNAAGz+AVfIBP5UV5U76Uyax0RUl7jsAfKN8/jrqm5g==</latexit>

|L| = P(N) = 2|N| > |N| = |T |



Il problema della fermata


Vogliamo definire il seguente algoritmo:  presi

un algoritmo P e l’input I, determini se l’esecuzione 

di P su l’input I termina in un numero finito di passi. 

Questo problema e’ indecidibile! 



Dimostrazione
Procediamo per assurdo: 

supponiamo che esista un  algoritmo verificatore V che, 

dati in input un algoritmo P e l’input I, 

stampi sì e termini se P termina con l’input I, 

altrimenti stampi no e  termini. 


P

I

P(I) termina

P(I) non termina



Ora, apportiamo delle modifiche successive a V , 

che possono essere fatte su ogni algoritmo: 


Modifichiamo V in V ′ in modo che, se P(I)  termina, 

invece di stampare sì entri in un loop infinito. 


Dimostrazione

P(I) termina

P(I) non termina



Dimostrazione
Ora, apportiamo delle modifiche successive a V , 

che possono essere fatte su ogni algoritmo: 

Modifichiamo V ′ in V ′′ in modo che accetti un solo input X 

che funge sia da programma che da input del programma. 


X(X)  termina

X(X) non termina



Dimostrazione
Ma cosa succede se diamo a V ′′ come input  V ′′?


 

Ci sono due possibilità: 


• Se V’’(V′′) termina allora V ′′ entra in un loop infinito, 

     quindi V ′′(V′′) non termina. 

V’’(V’’) non termina

V’’(V’’)  termina

V’’



Dimostrazione
Ma cosa succede se diamo a V ′′ come input  V ′′?


 

Ci sono due possibilità: 


• Se V′′(V′′)  non termina allora V ′′ stampa “no” e termina

     quindi V ′′(V′′) termina. 

V’’(V’’) non termina

V’’(V’’)  termina

V’’

Contraddizione: V’’ non esiste e

di conseguenza neanche V !



La riduzione
Abbiamo appena dimostrato che il problema della fermata è 
indecidibile

Come  facciamo  a dimostrare che altri problemi sono 
indecidibili? 


Abbiamo due opzioni: 

• Come abbiamo fatto prima: procedere per assurdo o

• Possiamo mostrare che se il nuovo problema fosse 

    risolvibile, allora lo sarebbe anche il problema della fermata

Riduzione!



Riduzioni 
Dato un problema P, di cui vogliamo dimostrare l’indecidibilità, 

e un problema I, che sappiamo essere indecidibile, 

la riduzione consiste in questi passaggi: 


1.Supponiamo che esista  un algoritmo V che verifichi il problema P, ovvero 

tale che, dato un input


2.Convertire gli input         del problema I in input         del problema P in modo che 


3.Dato che V è in grado di decidere il problema P e il problema I è stato ridotto al 
problema P, concludiamo che I è decidibile e otteniamo una contraddizione 

<latexit sha1_base64="XZ24lEGZICmOr/TD4zsFtH+qbrc=">AAACDnicbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFoq3EVCWVeIwVLLAFiT6kJooc122tOnZkO4gq6hew8CssDCDEyszG3+C2GaDlSFc6Oude3XtPlDCqtON8W4WV1bX1jeJmaWt7Z3fP3j9oKZFKTJpYMCE7EVKEUU6ammpGOokkKI4YaUejq6nfvidSUcHv9DghQYwGnPYpRtpIoV2t3IQe9ONIPGRQaRRRsxQjqAicGMenHHoVGNplp+bMAJeJm5MyyOGF9pffEziNCdeYIaW6rpPoIENSU8zIpOSniiQIj9CAdA3lKCYqyGbvTGDVKD3YF9IU13Cm/p7IUKzUOI5MZ4z0UC16U/E/r5vq/kWQUZ6kmnA8X9RPGdQCTrOBPSoJ1mxsCMKSmlshHiKJsDYJlkwI7uLLy6RVr7lntdPberlxmcdRBEfgGJwAF5yDBrgGHmgCDB7BM3gFb9aT9WK9Wx/z1oKVzxyCP7A+fwC3MZqh</latexit>

IP stabilisca se IP 2 P

<latexit sha1_base64="LgddzXMz4mGE9quad0nq1f9kMH0=">AAAB7nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIph4IrskPo5EL3LDRIQENmR26IUJs7ObmVkTQvgILx40xqvf482/cYA9KFhJJ5Wq7nR3BYng2rjut5NbW9/Y3MpvF3Z29/YPiodHjzpOFcMmi0Ws2gHVKLjEpuFGYDtRSKNAYCsY3c781hMqzWP5YMYJ+hEdSB5yRo2VWuV6r07KpFcsuRV3DrJKvIyUIEOjV/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn83Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjtT7hMUoOSLRaFqSAmJrPfSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2oYINwVt+eZU8ViveZeXivlqq3WRx5OEETuEcPLiCGtxBA5rAYATP8ApvTuK8OO/Ox6I152Qzx/AHzucPUQCOQQ==</latexit>

II
<latexit sha1_base64="JzngE4sK7hNs6baJa9VG4+PI7j4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBhPBU9gN+DgGvegtgnlAsoTZyWwyZHZ2mekVQshHePGgiFe/x5t/4yTZgyYWNBRV3XR3BYkUBl3328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpolTzXiDxTLW7YAaLoXiDRQoeTvRnEaB5K1gdDvzW09cGxGrRxwn3I/oQIlQMIpWapXve3VSJr1iya24c5BV4mWkBBnqveJXtx+zNOIKmaTGdDw3QX9CNQom+bTQTQ1PKBvRAe9YqmjEjT+ZnzslZ1bpkzDWthSSufp7YkIjY8ZRYDsjikOz7M3E/7xOiuG1PxEqSZErtlgUppJgTGa/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2oYINwVt+eZU0qxXvsnLxUC3VbrI48nACp3AOHlxBDe6gDg1gMIJneIU3J3FenHfnY9Gac7KZY/gD5/MHW7GOSA==</latexit>

IP
<latexit sha1_base64="PEUGw8jaxr75qMVqEXCAY1J5a8k=">AAACD3icbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwUSxCrsBH2XQxoBFBPOAbFhmJ7PJkNnZZeauEkL+wMZfsbFQxNbWzr9xNkmhiQcuHM65l3vv8WPBNdj2t5VZWl5ZXcuu5zY2t7Z38rt7DR0lirI6jUSkWj7RTHDJ6sBBsFasGAl9wZr+4Cr1m/dMaR7JOxjGrBOSnuQBpwSM5OWPi1Wv6nKJq9i9YQEo3usDUSp6wFWvhlOnhovYyxfskj0BXiTOjBTQDDUv/+V2I5qETAIVROu2Y8fQGREFnAo2zrmJZjGhA9JjbUMlCZnujCb/jPGRUbo4iJQpCXii/p4YkVDrYeibzpBAX897qfif104guOiMuIwTYJJOFwWJwBDhNBzc5YpREENDCFXc3IppnyhCwUSYMyE48y8vkka55JyVTm/LhcrlLI4sOkCH6AQ56BxV0DWqoTqi6BE9o1f0Zj1ZL9a79TFtzVizmX30B9bnD4Ujmm8=</latexit>

II 2 I , IP 2 P



La riduzione

Schema della dimostrazione di indecidibilità per riduzione. 



Esempio
Mostriamo che il seguente problema P è indecidibile: 


 


Determinare se un determinato programma e un input 

stampi come primi caratteri la stringa “Hello, world!” 


è sufficiente trovare un modo di trasformare tutti gli input di un problema 
indecidibile I in input  del problema  P in modo che tale che 


<latexit sha1_base64="PEUGw8jaxr75qMVqEXCAY1J5a8k=">AAACD3icbVC7SgNBFJ2NrxhfUUubwUSxCrsBH2XQxoBFBPOAbFhmJ7PJkNnZZeauEkL+wMZfsbFQxNbWzr9xNkmhiQcuHM65l3vv8WPBNdj2t5VZWl5ZXcuu5zY2t7Z38rt7DR0lirI6jUSkWj7RTHDJ6sBBsFasGAl9wZr+4Cr1m/dMaR7JOxjGrBOSnuQBpwSM5OWPi1Wv6nKJq9i9YQEo3usDUSp6wFWvhlOnhovYyxfskj0BXiTOjBTQDDUv/+V2I5qETAIVROu2Y8fQGREFnAo2zrmJZjGhA9JjbUMlCZnujCb/jPGRUbo4iJQpCXii/p4YkVDrYeibzpBAX897qfif104guOiMuIwTYJJOFwWJwBDhNBzc5YpREENDCFXc3IppnyhCwUSYMyE48y8vkka55JyVTm/LhcrlLI4sOkCH6AQ56BxV0DWqoTqi6BE9o1f0Zj1ZL9a79TFtzVizmX30B9bnD4Ujmm8=</latexit>

II 2 I , IP 2 P



Riduzione al problema della fermata
Dato un programma Q input di I eseguiamo queste modifiche a Q: 

• 1  Rimuoviamo tutte le istruzioni di output da Q e aggiungiamo 

l’istruzione printf("Hello, world!”) alla fine di Q, ottenendo Q’. 

Dato che le istruzioni di output non influiscono sull’elaborazione, 

Q’ termina iff   Q termina 


dato che l’istruzione printf("Hello, world!”)  è l’unica istruzione di output 
alla fine di Q’ , 


Q’ stampa “Hello, world!” sse Q’ termina. 

Quindi


Q’ stampa “Hello, world!” sse Q termina! 
Assurdo!



Teorema di Rice

Ogni proprietà non banale dei linguaggi ricorsivamente 
enumerabili è  indecidibile


- Per esempio e’ indecidibile dire se due programmi C producano lo stesso risultato 

in corrispondenza degli stessi dati di ingresso.



